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REGRESSAO LINEAR

“E o estudo da dependéncia entre duas
variaveis” (WEISBERG, 2014)

“Como alguns preditores influenciam uma
resposta’

“Determina a relacao entre a variavel
dependente (ou resposta, ou prevista, y) e a
variavel independente (ou explicativa, ou
previsora, X)”




REGRESSAO LINEAR

A correlacao linear mostra quanto duas variaveis
estao relacionadas

A regressao linear pode mostrar como elas
estao relacionadas

Pode identificar uma relacao de causa-efeito

Utilizada para realizar previsoes




REGRESSAO LINEAR

O que se busca e a definicao de uma reta que
represente o ajuste entre as variaveis
dependentes e a variavel independente

Permite a interpretacao e analise dos efeitos de
X sobre y

Assume-se que ha uma relacéao linear entre as
variaveis




EXEMPLOS

Pode-se prever a chuva para amanha, em mm, em

funcao da pressao atmosferica




EXEMPLOS

Pode-se desejar prever o preco dos imoveis ou
terrenos a partir da distancia do imovel ao centro

da cidade




EXEMPLOS

Pode-se desejar prever o lucro que uma loja pode
ter em relacao ao valor gasto em propaganda




EXEMPLOS

Pode-se prever a vazao ou a chuva de uma
regiao a partir de indices da temperatura da

superficie dos mares




REGRESSAO LINEAR

“Uma vez que especificamos como as variaves
estao relacionadas, temos um modelo que pode
ser visto como uma simplificacao da realidade"

(ROGERSON, 2012, p. 201)




Regressao Linear Simples: utiliza uma variavel
dependente e uma independente

Regressao Linear Multipla: utiliza multiplas
variaveis independentes e uma variavel
dependente




REGRESSAOQ LINEAR MULTIPLA

Quando a regresséao linear multipla é aplicada,

é possivel utilizar todas as variaveis independentes
disponiveis ou selecionar as que melhor se correlacionam
com a variavel dependente atraves de métodos
estatisticos adequados

As variaveis independentes podem ser selecionadas, por
exemplo, a partir da correlacao linear com a variavel
dependente, sendo selecionadas as que melhor explicam
a variabilidade da variavel dependente

Isso é feito por um processo iterativo (passo-a-passo)
Método “Forward Stepwise Selection” - mais indicado




PRINCIPAIS METODOS PARA REALIZAR A
REGRESSAO LINEAR MULTIPLA

Selecao para frente - Forward Stepwise selection

Constitui em comecar o modelo sem variaveis independentes,
testando, passo a passo, a adicdo de uma nova variavel com o
uso de criterios de comparacéao para sua escolha (por exemplo, o
teste t ou F), adicionando a variavel gue mais melhora o modelo e
repetindo este procedimento até nao conseguir mais aumentar
significativamente a acuracia do modelo




PRINCIPAIS METODOS PARA REALIZAR A
REGRESSAO LINEAR MULTIPLA

Eliminacao para tras - Backward Stepwise elimination

inicia-se a elaboracéo do modelo com todas as variaveis
iIndependentes, testando a eliminacao de cada uma delas,
usando um critério de comparacao de escolha, eliminando as
variavies que menos melhoram o modelo, e, repetindo este
procedimento até nao ter mais melhoria no modelo

Eliminacao Bidirectional - uma combinacéo dos anteriores




Pode-se prever a chuva para amanha, em mm, em

funcao da pressao atmosferica, da temperatura do ar e da
guantidade de chuva de hoje




EXEMPLOS DE REGRESSAO LINEAR
MULTIPLA

Pode-se estimar o preco de imoveis ou terrenos a partir da
distancia ao centro da cidade, do tamanho do lote e da
distancia a supermercados




EXEMPLOS DE REGRESSAO LINEAR
MULTIPLA

Pode-se estimar o lucro de uma loja pelo valor gasto em
propaganda, pela localizacao e pela densidade populacional
do bairro




EXEMPLOS DE REGRESSAO LINEAR
MULTIPLA

Pode-se estimar a vazao ou a chuva de uma regiao a partir
de indices de temperatura da superficie dos mares (SOl,
PDO, AMO, NTA, CAR)




REGRESSAOQ LINEAR

Resulta em uma equacgao linear pela qual € possivel estimar
os valores de y a partir de x

(ROGERSON, 2012, p. 201)

y =a+ bx

y € o valor estimado da variavel dependente

y € o0 valor observado da variavel dependente
X € o valor observado da variavel independente
a € o intercepto (valor de y quando x=0)

b € a inclinagdo da reta (ou seja, "a alteracao esperada na variavel

dependente provocada pela variagao de uma unidade na variavel
independente”




RETA DE REGRESSAO

g ol
inclinagéo = 2X
) AX

intercepto ¢

FIGURA 8.1 Reta de regressao atraves de um conjunto de pontos.

Fonte: ROGERSON, 2012, p. 202.



d; = erro
y; = valor observado
y, = valor estimado

Quanto menor for a soma dos desvios,
mais ajustada € a reta aos valores de y e
maior € a explicacdo da variavel
dependente pela variavel independente




DIAGRAMA DE DISPERSAO (SCATTERPLOT)

Como o objetivo € ver como os valores de y variam com a varia¢ao do x, o
scatterplot € uma 6tima ferramenta.

1 Correlagdo entre area de TSM e

o indice TSA

0,6

0,4

0,2

/\/\/
1\ y

-0,4

indice TSA

,600 24,800\2000 25,200 25,400
T B Tl b Tl B Tl B Tl B TRl B Tal BTa BT Al BT al T Il 0,6 \
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 J N\

Cada ponto é

um-par-{x,y)

TropicalSouthAtlantic =~ ==——=TSA
Série temporal (anos)

Valor de TSM (°C)




DIAGRAMA DE DISPERSAO (SCATTERPLOT)

Pode-se verificar que a diferenca média entre y e y € maior que no slide anterior
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Como calcular a e b se temos apenas x e y?

Metodo dos Minimos Quadrados

dD=T (yi-y)2 —> minimo




O desvio ou residuo em cada tempo i é representado por:

d=y -y

Substituindo a equagao da reta de regressao (y; = a + bx;)
na equacao acima, tem-se:

d, =y, — (a + bx)
Ou
di:yi—a-in




Do calculo diferencial infinitesimal, sabe-se que o

minimo ou maximo de uma funcao f(x) e
encontrado quando igualamos a derivada desta

funcao, em relacao a x, a zero.

df (x) | 0 f(x) 4
dx

min (f(x)) =

ou

af(x) =0

max (f(x)) = 7]




Voltando ao desvio minimo quadratico da estimativa de y

Considerando que f(a,b) = 2d; 2= 2(y; - ¥;) ?

lgualando a derivada de f(a,b) em relacao a a e b a zero,
pode-se encontrarae b




Lembrando que f(a,b) = 2d. 2= 2(y, - y;) 2

df(a,b) _
da =0

df(a,b) =0

db

e substituindo y; em f(a,b), tem-se:

f(a,b) = X (y; - (a + bx;) )?
f(a,b) = X (y;-a- bx; )?




A derivada de f(a,b) em relacao a a e escrita como:

—a-bx ), (-1)

A derivada de f(a,b) em relacéo a b € escrita como:

df (a,b)
ob

= 2+ 0(yi—a—bx;)«(-x)




lgualando cada uma das equacoes a zero, tem-

-2+ 2(yi—a—-Dbx) =0
-2 X (yj—a—-bx)=0

Se.

Tem-se, pois, um sistema de duas equacoes com
duas incognitas a e b, que pode ser resolvido.







EXEMPLO DE REGRESSAQ LINEAR SIMPLES

» Um supermercado esta interessado em saber como os niveis de renda (x)
podem afetar a quantidade de dinheiro gasto por semana por seus clientes

(y)

Quantia gasta por semana (R9$) Renda mensal x 100 (R$)
(¥) (x)

65
35
30
44
80
77
32
39
44
77




Para determinar a reta de regressao, deve-se
calcular as seguintes variaveis:

X =523 s, = 20,20
Y =791 s, = 28,34
r="77 (slide 31)

i=1

> (X —X) (y,—y) =4301,7

n

i—1

=3 (6% (5 -V / (0-1) 5.5, =

4301,7
= 9.(20,20)-(28,34)

= 0,835




Para encontrar a inclinacao da reta b:

S 28,34
b=r £ = 0,835 x ===
S5, 20,20

Para encontrar o intercepto a:

a=y—-bxX=791-1,171x(52,3) =

Assim, a reta de regressao linear pode ser
expressa como:

y =R$17,8 +1,171x




Como calcular o valor estimado para cada “cliente
pesquisado™?

Vamos pegar o exemplo do cliente numero 1, que tem
renda de R$ 65

y,=R$17,8 +(1,171) x (R$ 65) = R$ 93,90

O desvio para esse caso e:
(y;-y.)=120-93 = 26,1

obs est




Dados sobre gasto e renda
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Média da quantia gasta: R$ 52,30




Clientes e valores preditos associados com 0s
dados de gasto e renda

Valor Renda mensal x Predito
gasto/semana (y) 100 y

(X)
93,9
58,8
52,9
69,3
111,5
108,0
55,3
63,5
69,3
108,0




QUAO BOM E O AJUSTE?

Vﬂrnm ao nao explic ﬂrdﬂr

i/ ..........................................................................................................




Variagao total € o resultado da soma dos quadrados dos
desvios dos valores de y observado em relacao a media de vy:

SST =) (y; - ¥)?
i=1

Variagao explicada pela variavel independente € o resultado
da soma dos quadrados dos desvios dos valores estimados em
relacao a média:

n
SSR = (i —¥)*
=1

Variagao nao-explicada e o resultado da soma dos quadrados
dos desvios de y observado em relacao aos valores estimados:

n
SSE = (¥i - §i)°
i=1




Pode-se demonstrar que:

SO =SSR ISSE

D= =D (i-N+ D F-N°
i=1 i=1 i=1

variacao total = variacao explicada + variacao nao explicada




COEFICIENTE DE DETERMINACAO  R?

R?: coeficiente de determinacao do modelo [0,1]

(2] Variacao explicada pela variavel independente  SSR
Variacdo total da variavel dependente SST

ou

Z(9| 1 y)z

2000

> (-9

r




COEFICIENTE DE DETERMINACAO R?2

RZ: é interpretado como a fracao da
variabilidade da variavel dependente explicada
pela variavel independente utilizada no modelo

Quanto mais proximo de 1, melhor € o modelo

O problema quanto a utilizacdo do R? € que ele
nao leva em consideracao o numero de
variaveis utilizadas no modelo




R2 AJUSTADO

O coeficiente de determinagao ajustado
(reajustado) € uma medida utilizada em
regressao linear multipla

Importante quando o n e relativamente pequeno

Partindo da regressao linear simples, com uma
unica variavel independente, o significado do
coeficiente de determinacao é a porcentagem
de explicacao dessa regressao




R2 AJUSTADO

Ao adicionar uma ou mais variaveis independentes na
regressao, demonstra-se que o r*> nao devera diminuir,
devendo aumentar em alguns casos. O r? ajustado tenta
compensar o aumento natural de explicacido provocado pelo
aumento do numero de variaveis independentes e o tamanho
da amostra, sendo calculado com a expressao:

(n —

FATIHT n—(p+1)](1 il

n: tamanho da amostra
p: quantidade de variaveis explicativas usadas no modelo




Outra forma de determinar se a regressao fol bem
sucedida em explicar uma parcela significativa da
variancia de y e testar a hipotese nula de que a
proporcao da variabilidade de y explicada por x € igual a
zero. Esse trabalho é realizado com um teste F, analogo
ao teste F utilizado na analise de variancia. Para a
regressao simples, em especifico:

variancia explicada

Fy =

variancia nao explicada

1@ =93
o= (k=1)
v ie1( yi = 9>
(n—k)

k = nimero de variaveis independentes




A estatistica F e o quadrado da estatistica t. Os testes
sao idéenticos no sentido de que sempre produzem
conclusoes e valores de p idénticos

(ROGERSON, 2012, p. 210)

Estatistica F (de Fisher ou Fisher-Snedecor): é a razéo
entre o0 modelo e seu erro (razao entre a variancia
explicada e a nao explicada). Quanto maior, melhor.




REGRESSAO LINEAR NO GRADS

Existem as funcoes

tregr —— regressao temporal
sgregr — regressao espacial
ltrend — tendéncia linear




EXERCICIO REGRESSAO LINEAR - GRADS

Calcule a tendéncia linear da precipitacao mensal na
Ameérica do Sul para o periodo de 1950 a 2015, com 0s
dados do CRU.




REGRESSAO LINEAR DA PRECIPITACAO NO GRADS

‘reinit’
'set display color white'
'c"set grads off*

'sdfopen cru_ts3.20.1901.2011.pre.dat.nc’

'sety 1

"setz 1'

'sett 601 1332

‘define AS = aave(pre, lon=-90, lon=-30, lat=-60, lat=20)'
'set lon -90 -30"set lat -60 20°

'set z 1

'sett 601

'set gxout shaded’

'setclevs 05 7.51012.515 17.5 20 22.5'
'set ccols 49 47 45 42 41 23 24 25 27 29°

'set rgb 49 20 100 210°
'set rgb 47 40 130 240'
'set rgb 45 80 165 245°
'set rgb 42 180 240 250
'set rgb 41 225 255 255°
'set rgb 23 255 192 60
'set rgb 24 255 160 O




'set rgh 25 255 96 O
'set rgb 27 225 20 0O
'setrgb 29165 0 O

*'d tregr(AS, pre, t=601, t=1332)*10°

‘define coeff = tregr(AS, pre, t=601, t=1332)'
‘define preave = ave(AS, t=601, t=1332)'
‘define ASave = ave(AS, t=601, t=1332)'

'd (coeff * (AS - ASave) + preave)/10'

'set gxout bar'
‘cbarn’

'set strsiz .20’
'set string1 ¢ 50’

‘draw string 5.5 8 COEFICIENTE TREGR 1951-2011'
'printim tregr-shaded.png'
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A tendéncia linear no tempo pode ser calculada a partir da
regressao linear simples da observacdo em relacdo ao
tempo, e pode ser matematicamente expressa como:

y(t) =b+a*t

y: valor estimado da observacao y(t) (coordenada y do diagrama
cartesiano)

b: intercepto (valor de y quando a reta ajustada cruza o eixo das
ordenadas, em t=0)

a: coeficiente angular (inclinacao da reta, tendéncia linear)
t: contador temporal de cada observacao




A tendéncia pode ser expressa na unidade da variavel em um
determinado intervalo de tempo

mm de chuva/l0 anos

O coeficiente angular indica a variagado da variavel no espago
de tempo unitario (Ay/Af)

Pode ser també_m expressa em porcentagem, em relacao ao
valor climatoldégico mensal ou anual, como expresso a segulir:

tendéncia (%) = (a * At/ meédia climatologica) * 100%
a expressa o coeficiente angular (Ay/Af)
At, a quantidade de observacoes




TENDENCIA POR REGRESSAO LINEAR

Vazao mensal: sub-regiao Sul

Ay/At =

T

" 2836 m3 s 1
Wvuuuu

‘ Vazdo_Sul=3401,3531-2,6841*x ‘
-2000 &

1976 1978 1980 1983 1985 1988 1990 1992 1995 1997 2000 2002 2005 2007 2009

I

0!

tendéncia (%) = (a * At/ média climatologica) * 100%
tendéncia (%) = (2,6481) *(420/2836)*100%
tendéncia (%) = -39,75%




TENDENCIA LINEAR NO GRADS (LTREND)

Script constitui um arquivo texto com um nome qualquer;
em geral € um conjunto de comandos que podem ser digitados diretamente
no terminal do GrADS.

o
reinit’

'set display color white'
‘o

'set grads off'

'sdfopen cru_ts3.20.1901.2011.pre.dat.nc'
'sett 601 1332

'set lon -100 -10'

'set lat -60 23

'set gxout shaded'
'set clevs -100 -75 -50 -25 0 25 50 75 100'
'set ccols 49 47 45 42 41 23 24 25 27 29

'set rgh 49 20 100 210
'set rgb 47 40 130 240
'set rgbh 45 80 165 245




'set rgb 42 180 240 250
'set rgb 41 225 255 255
'set rgb 21 255 250 170
'set rgh 22 255 232 120
'set rgh 23 255 192 60’
'set rgh 24 255 160 O'
'set rgbh 25 255 96 O
'set rgb 27 225 20 O
'setrgh 29165 0 O
'Itrend pre precipl s €'

'sett 1201'

'set xlopts 1 5 .20

'set ylopts 1 5 .20’

'set xaxis -100 -10 20

'set yaxis -50 20 20'

'd s*10*731' * mudar para mm; 731= 61*12 (anos*meses)
'd precip"set gxout bar'

‘cbarn’

'set strsiz .20’

'setstring1c 50

'draw string 5.5 8 TENDENCIA 1951-2011"
‘printim testei.png x1000 y800'




Tendéncia linear da Precipitacdo mensal — Itrend
(mm/60 anos)

TENDENCIA 1951—-2011
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